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Предложен метод вычисления 
возвращающей силы колёсной 
пары при использовании колёс 
с криволинейным профилем, 
имеющим параболическую форму. 
Сделаны соответствующие 
математические расчёты. 
Результаты вычислений показали, 
что применение криволинейного 
профиля увеличивает возвращающую 
силу по сравнению с колёсами, 
имеющими коническую поверхность. 
Одновременно установлено, 
что возвращающая сила играет роль 
силы упругости.
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Для начала определимся с главным: возвращающей силой будем счи-тать сумму проекций на горизон-
тальную плоскость нормальных реакций 
рельсов на колёса при поперечном переме-
щeнии колёсной пары от оси пути .
При изложении материала использова-
на система координат (рис . 1), движущаяся 
со скоростью v вдоль оси Ox, начало кото-
рой расположено на оси пути и совпадает 
с центром тяжести колёсной пары (КП) 
в центральной установке, назовём её так . 
Базисные векторы образуют правую трой-
ку, так что ось Oy направлена поперёк пути, 
влево по отношению к его оси .
В представленной системе приняты 
следующие обозначения координат: x – 
перемещение вдоль пути; y –  перемеще-
ние поперёк пути; z –  вертикальное пе-
ремещение центра тяжести КП . Обозна-
чения элементов КП и пути, расположен-
ные слева от начала координат по оси Oy, 
индексируются цифрой 1, справа –  циф-
рой 2 .
Локальные системы координат O
i
ξ∆r 
и O
i
ηz, в которых задаются уравнения про-
филей катания колёс и рельсов, связаны 
с точками контакта колёс с рельсами . Для 
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единообразия уравнений профилей по-
верхности катания колёс (ППКК) горизон-
тальные оси O
i
ξ и O
i
η (i = 1,2) повёрнуты 
внутрь колеи, оси O
i
∆r, O
i
z –  вертикально 
вверх .
В этих системах уравнение ППКК при-
сутствует в виде
∆r = βξ2 + bξ,  (1)
а уравнение головки рельса –  в виде
(z –  z
0
)2 + (η –  η
0
)2 = ρ2,  (2)
где ρ –  радиус профиля головки рельса, 
(z
0
, η
0
) –  координаты центра окружности 
и b = –η
0
/z
0
 .
Каждая из локальных систем координат 
(рис . 2) жёстко связана с соответствующи-
ми точками контакта в центральной уста-
новке, так что системы O
i
ξ∆r перемещают-
ся вместе с колёсной парой вдоль оси Oy 
и Ox, а системы O
i
ηz –  вдоль оси Ox .
С перемещением КП вдоль оси Oy ра-
диусы катания колёс, величина которых 
в центральной установке r
0
 одинакова, 
изменяются и при y > 0 r
1
 > r
2
, а их разность 
∆r = |r
1
–r
2
| . Следовательно, r
1
 = r
0
 + ∆r, 
а r
2
 = r
0 
–  ∆r .
Известно [2, 3], что с конической по-
верхностью катания колёс (линейный 
профиль) радиусы катания легко вычисля-
ются и при y > 0 r
1
 = r
0
 + by, r
2
 = r
0 
–  by .
С износом поверхности катания опре-
деление радиусов кругов катания, положе-
ния нормальной реакции (рис . 3) сущест-
венно усложняется в связи с неизвестно-
стью уравнения профиля поверхности ка-
тания колеса .
В данной работе для учёта влияния 
криволинейности профиля на горизон-
тальные составляющие нормальной реак-
ции использованы уравнения профилей, 
имеющих вид параболы [4], в частности 
выпуклый (1) и криволинейно-прямоли-
нейный:
2, 0,
, 0 .
b
b
ξ βξ ξ
ξ ξ
 + ≥

<
   (3)
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В этих системах уравнение ППКК присутствует в виде
∆r = βξ2 + bξ,                                                                                           (1)
а уравнение головки рельса – в виде
(z – z0)2 + (η – η0)2 = ρ2,                                                                            (2)
где ρ – радиус профиля головки р льса, (z0, η0) – коо дина ы центра 
окружности и b = −η0/z0.
Каждая из локальных систем координат (рис. 2) жёстко связана с 
соответствующими точками контакта в центральной установке, так что 
системы Oiξ∆r перемещаются вместе с колёсной парой вдоль оси Oy и Ox, а 
системы Oiηz – вдоль оси Ox.
С перемещением КП вдоль оси Oy радиусы катания колёс, величина 
которых в центральной установке r0 одинакова, изменяются и при y > 0 r1 > r2, а 
их разность ∆r = |r1−r2|. Следовательно, r1 = r0 + ∆r , а r2 = r0 − ∆r.
Известно [2, 3], что с конической поверхностью катания колёс (линейный 
профиль) радиусы катания легко вычисляются и при y > 0 r1 = r0 + by, r2 = r0 –
by.
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В этих системах уравнение ППКК присутствует в виде
∆r = βξ2 + bξ,                                                                                           (1)
а урав ен  головки рельса – в иде
(z – z0)2 + (η – η0)2 = ρ2,                                                                     (2)
где ρ – радиус профиля головки рельса, (z0, η0) – координаты центра 
окружности и b = −η0/z0.
Каждая из локальных систем координат (рис. 2) жёстко связана с 
соответствующими точками контакта в центральной установке, так что 
системы Oiξ∆r перемещаются вместе с колёсной парой вдоль оси Oy и Ox, а 
системы Oiηz – вдоль оси Ox.
С пе емещением КП вдоль оси Oy рад усы катания колёс, величина 
которых в центральной установке r0 одинакова, изменяются и при y > 0 r1 > r2, а 
их разность ∆r = |r1−r2|. Следовательно, r1 = r0 + ∆r , а r2 = r0 − ∆r.
Известно [2, 3], чт  с конической поверхн стью катания колёс (линейный 
пр ф ль) радиусы катания легко вычисляются и при y > 0 r1 = r0 + by, r2 = r0 –
by.
С износом поверхности катания, определение радиусов кругов катания, 
положения нормальной реакции (рис. 3) существенно усложняется в связи с 
неизвестностью уравнения профиля п верхнос и катания колеса.
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В заданной системе координат (рис . 3) 
уравнения (1), (3) принимают выпуклый 
вид:
∆r = –bξ –  βξ 2  (4)
и криволинейно-прямолинейный:
2џ
џ
b
b
ξ βξ ξ
ξ ξ
− − ≥

− <
  (5)
В этих уравнениях b –  тангенс угла нак-
лона касательной в точке O
1
 профиля по-
верхности катания колеса; 2β –  кривизна 
профиля катания в точке O
1
, удовлетворя-
ющая неравенству 0< 2β < 1/ρ = β
0
, где 
ρ –  радиус головки рельса .
В работе [4] получены формулы для 
вычисления абсцисс точек контакта ко-
лёс с рельсами при поперечном переме-
щении колёсной пары на величину y . Для 
выпуклого профиля их можно записать 
в виде:
1
1
1
( 1) ,
1
( 1) ,
1
n
n
y
k
k
y
k
ξ
η
+
+
 = − −

 = −
 −
  (6)
где k = 2β/β
0 
< 1; n = 1, 2 .
В случае линейного профиля абсциссы 
точек контакта принимают вид:
1( 1) ,
0 .
n yξ
η
+ = −

=
  (7)
Сравнивая формулы (6) и (7), можно 
установить, что точки контакта перемеща-
ются по профилям колеса и рельса в случае 
криволинейности профиля катания колеса, 
причём зона контакта зависит от кривизны 
профиля колеса . Видно, что зона контакта 
колеса в 
1
1 к−
 больше, чем на прямолиней-
ном, и эта величина тем больше, чем боль-
ше β:
β(0 ≤ 2β < 1) .
Если же β = 0, то -∆ ≤ y ≤ ∆, где ∆ –  зазор 
между гребнем колеса и головкой рельса .
Пусть теперь КП сдвинута на величи-
ну y. Тогда координаты точки контакта 
переместятся на величины ξ
1
 и ξ
2
 на левом 
и правом колёсах соответственно, считая 
поверхности абсолютно гладкими, нор-
мальные реакции будут наклонены к гори-
зонтальным осям 0ξ под углами α
1 
и α
2
 .
Следовательно, горизонтальные состав-
ляющие Т
1
 и Т
2
 нормальных реакций, на-
правленных внутрь колеи, могут быть по-
лучены как
Т
1
 = Р
1
•tqα
1
 = P
1
∆r
1
’,  (8)
Т
2
 = Р
2
•tqα
2
 = P
2
∆r
2
’, 
где Р
1
, Р
2
 –  вертикальные реакции рельсов, 
которые будем считать одинаковыми 
(Р
1
 = Р
2
); ∆r
i
’ –  производные уравнений 
профилей колёс .
Рассматривая уравнение выпуклого 
профиля, продифференцируем функцию 
(3):
'd( r)
η i 2 ;
d
βξ
ξ
∆
= − −   (9)
'
1
1
r i 2 y;
1 k
β∆ = − −
−   (10)
'
2
1
r i 2 y .
1 k
β∆ = − +
−
  (11)
Вычислим теперь сумму составляющих, 
учитывая их направления:
Таблица 1
2β 1/600 1/700 1/800 1/1000 1/1200 1/1800 1/2000 1/3000
(1–к)10 1,66 2,85 3,75 5,0 5,83 6,67 7,5 8,33
32 10
1к
β 10,04 5,01 3,33 2,00 1,43 0,99 0,67 0,40
2 S
(1 )к i
β 158 79 53 32 23 16 11 6,3
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в 1 2
1
T T T P i 2 y
1 k
1 4
P i 2 y yP .
1 k 1 k
β
ββ
 ∆ = + = − − − − 
 − + = − − − 
  (12)
Таким образом, если y > 0, то ∆T направ-
лена в сторону, противоположную переме-
щению колёсной пары, и эта сила пропор-
циональна перемещению и вертикальной 
реакции рельса .
Если же профиль криволинейно кони-
ческий, то
'η
1
'
2
r 2
r
i
i
βξ ∆ = − − 

∆ = − 
и 
2
T yP .
1 K
β
∆ = −
−
 (13)
Анализируя формулы (12) и (13), можно 
видеть преимущество применения выпук-
лого профиля в сравнении с криволинейно-
прямолинейным . Причем величина возвра-
щающей силы увеличивается в два раза . 
Следует заметить, что при выводе формул 
вычисления ∆T не учитывался поворот КП 
вокруг оси Ox, поскольку влия ние поворота 
считается незначительным .
Однако для прямолинейного профиля 
∆r = -iξ только поворот КП вокруг оси Оx 
вызывает появление горизонтальных со-
ставляющих нормальных реакций . Смещая 
КП на величину y > 0, радиусы качения 
колёс изменяются, и вся колёсная пара 
поворачивается на угол 
iy
 .
S
ϕ =
В результате сумма горизонтальных 
составляющих:
n 1 2
2i
T T T yP .
S
∆ = − = −  (14)
Для сравнения влияния кривизны про-
филя на горизонтальную составляющую 
вертикальных сил примем радиус головки 
рельса ρ = 500 мм
1
,
500
β = 
 
 тангенс угла 
наклона профилей в начале координат i = 
1/20 . Радиус кривизны криволинейных 
участков катания будем менять . Подсчёт 
производим при одинаковом давлении на 
колёса и одинаковом перемещении у = 
1 мм, i/S . Поэтому можно сравнивать лишь 
коэффициенты произведения yP . Для вы-
пуклого профиля (4) значения коэффици-
ентов приведены в таблице 1 . Коэффици-
ент для прямолинейного профиля при том 
же произведении yP будет
52i η η6,33•10  .
S
−=
В таблице 1 дано отношение коэффи-
циентов выпуклого профиля с разной 
кривизной к коэффициенту прямолиней-
ного профиля . Из последней её строчки 
видно, что с уменьшением 2β (с увеличе-
нием радиуса кривизны профиля поверх-
ности катания) возвращающая сила 
также уменьшается и при 2β = 1/3000 
лишь в 6,3 раза превышает возвращаю-
щуюся силу при прямолинейном профи-
ле . Так, если принять у = 3 мм, P
1
 = P
2
 = 
125000 н, то возвращающая сила для 
прямолинейного профиля будет ∆T
n 
= 
23,74 н, для криволинейно-конического 
2β = 1/800 ∆T
kk 
= 1258 н, а для выпукло-
го –  ∆T
в
 = 2516 н .
ВЫВОДЫ
1) Применение криволинейных профи-
лей увеличивает возвращающую силу в ра-
зы по сравнению с колёсами конической 
поверхности катания .
2) Возвращающая сила рассмотренных 
криволинейных профилей пропорцио-
нальна перемещению и, следовательно, 
играет роль силы упругости .
3) С увеличением кривизны величина 
возвращающей силы увеличивается .
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Background. First, let’s define the main thing: 
the restoring force will be the sum of the projections 
on the horizontal plane of the normal reactions of the 
rails to the wheels of the wheel set when it is 
transversely moved from the axis of the track.
In the presentation of the material, the coordinate 
system (Pic. 1) is used, moving with velocity v along 
the axis O
x
, whose origin is located on the axis of the 
track and coincides with the center of gravity of the 
wheel set (WS) in the central installation, let’s call it 
so. The basis vectors form the right-hand triple, so 
that the axis O
y
 is directed transversely to the track, 
to the left with respect to its axis.
Objective. The objective of the authors is to 
consider a method for calculating the restoring force 
for wheels with a curvilinear profile.
Methods. The authors use general scientific and 
engineering methods, comparative analysis, 
mathematical calculations.
Results. In the presented system, the following 
coordinate notations are accepted: x –  movement 
along the track; y –  movement across the track; 
z –  vertical displacement of the center of gravity of 
WS. The designations of the WS elements and the 
track to the left of the origin along O
y
 axis are indexed 
by 1, and to the right by the number 2.
The local coordinate systems O
i
ξ∆r and O
i
ηz, in 
which the equations of the rolling profiles of wheels 
and rails are given, are associated with the contact 
points of the wheels with rails. For the uniformity of 
the equations of the profiles of the rolling surface of 
wheels (PRSW), the horizontal axes O
i
ξ and O
i
η 
(i = 1,2) are turned inside the track, the axes O
i
∆r, 
O
i
z are vertically upward.
In these systems, the PRSW equation is 
presented in the form
∆r = βξ2 + bξ,  (1)
and the equation of the rail head –  in the form
(z–z
0
)2 + (η–η
0
)2 = ρ2,  (2)
where ρ is  radius of the head profile, (z
0
, η
0
) are 
coordinates of the center of circle b = –η
0
/z
0
.
Each of the local coordinate systems (Pic. 2) is 
rigidly connected to the corresponding contact 
points in the central installation, so that the O
i
ξ∆r 
systems move together with the wheel set along O
y
 
and O
x
 axes, and the O
i
ηz systems along O
x
 axis.
With the movement of WS along O
y
 axis, the radii 
of rolling of wheels, whose values in the central 
installation r
0
 are the same, also change for y > 
0r
1
 > r
2
, and their difference ∆r = | r
1
 –  r
2
|. Therefore, 
r
1
 = r
0 
+ ∆r, and r
2
 = r
0
 –  ∆r.
It is known [2, 3] that with the conical rolling 
surface of wheels (linear profile), the radii of rolling 
are easily computed and for y > 0r
1
 = r
0
 + by, r
2
 = 
r
0
 –  by.
With the wear of the roll ing surface, the 
determination of the radii of the rolling circles, the 
position of the normal reaction (Pic. 3) is significantly 
complicated in connection with the unknown 
equation of the profile of the rolling surface of the 
wheel.
In this paper, to take into account the effect of 
the curvilinearity of the profile on the horizontal 
components of the normal reaction, the equations 
of the profiles having the form of a parabola [4], in 
particular convex (1) and curvilinear-rectilinear are 
used:
2, 0,
, 0 .
b
b
ξ βξ ξ
ξ ξ
 + ≥

<
  (3)
In the given coordinate system (Pic. 3), equations 
(1), (3) take the convex form:
∆r = –bξ–βξ2,  (4)
and curvilinear-rectilinear:
2, 0,
, 0 .
b
b
ξ βξ ξ
ξ ξ
− − ≥

− <
  (5)
In these equations, b is the tangent of the tangent 
angle at the point O
1
 of the rolling surface profile of the 
wheel; 2β is the curvature of the rolling profile at the 
point O
1
, satisfying the inequality 0 < 2β < 1/ρ = β
0
, 
where ρ is the radius of the rail head.
In [4], formulas were obtained for calculating the 
abscissas of the contact points of wheels with rails 
when the wheel set is transversely displaced by the 
value y. For a convex profile, they can be written in 
the form:
1
1
1
( 1) ,
1
( 1) ,
1
n
n
y
k
k
y
k
ξ
η
+
+
 = − −

 = −
 −
  (6)
where k = 2β/β
0
 < 1; n = 1, 2.
In the case of a linear profile, the abscissas of 
the contact points take the form:
1( 1) ,
0 .
n yξ
η
+ = −

=
  (7)
Comparing formulas (6) and (7), it can be 
established that contact points move along the 
profiles of the wheel and rail in the case of curvilinear 
rolling profile of the wheel, the contact zone being 
dependent on the curvature of the wheel profile. It 
can be seen that the contact area of the wheel in 
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ABSTRACT
A method is proposed for calculating the 
restoring force of a wheel set using wheels with a 
curvilinear profile having a parabolic shape. The 
corresponding mathematical calculations are made. 
The results of the calculations showed that the 
application of the curvilinear profile increases the 
restoring force compared to the wheels having a 
conical surface. Simultaneously it was established 
that the restoring force plays the role of elastic force.
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1
1 к−
 is greater than in the rectilinear one, and this 
value is the larger, the larger is β:
β(0 ≤ 2β < 1).
If β = 0, then –∆ ≤ y ≤ ∆, where ∆ is a  gap between 
the wheel flange and the rail head.
Now let WS be shifted by the value «y». Then the 
coordinates of the contact point will move to the 
values ξ
1
 and ξ
2
 on the left and right wheels 
respectively, assuming the surfaces are absolutely 
smooth, the normal reactions will be inclined to the 
horizontal axes 0 ξ  at angles α
1
 and α
2
.
Consequently, the horizontal components Т
1
 and 
Т
2
 of normal reactions directed into the inside of the 
track can be obtained as
Т
1
 = Р
1
•tqα
1
 = P
1
∆r
1
’,  (8)
Т
2
 = Р
2
•tqα
2
 = P
2
∆r
2
’,
where Р
1
, Р
2
 –  vertical reactions of rails, which we 
will consider the same (Р
1
 = Р
2
); ∆r
i
’ –  derivatives of 
the equations of the wheel profiles.
Considering the equation of the convex profile 
(3), we differentiate the function (3):
'd( r)
η i 2 ;
d
βξ
ξ
∆
= − −  (9)
'
1
1
r i 2 y;
1 k
β∆ = − −
−
 (10)
r i 2 y .
1 k
∆ = − +  (11)
We now calculate the sum of the components, 
taking into account their directions:
move together with the wheel set along Oy and Ox axes, and the Oiηz systems along 
Ox axis.
With the movement of WS along Oy axis, the radii of rolling of wheels, whose 
values in the central installation r0 are the same, also change for y > 0r1 > r2, and their 
difference ∆r = | r1 − r2|. Therefore, r1 = r0 + ∆r, and r2 = r0 − ∆r.
It is known [2, 3] that with the conical r lling su ace of wheels (linear profile), 
the radii of rolling are easily computed and for y > 0r1 = r0 + by, r2 = r0 – by.
With the wear of the rolling surface, the determination of the radii of the 
rolling circles, the position of the normal reaction (Pic. 3) is significantly complicated 
in connection with the unknown equation of the profile of the rolling surface of the 
wheel.
In this paper, to take into account the effect of the curvilinearity of the profile 
on the horizontal components of the normal reaction, the equations of the profiles 
having the form of a parabola [4], in particular convex (1) and curvilinear-rectilinear
are used:



<
≥+
.0,
,0,2
ξξ
ξβξξ
b
b
(3)
In the given coordinate system (Pic. 3), equations (1), (3) take the convex form:
Δr = −bξ−βξ2, (4)
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η
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в 1 2
1
T T T P i 2 y
1 k
1 4
P i 2 y yP .
1 k 1 k
β
ββ
 ∆ = + = − − − − 
 − + = − − − 
 (12)
Thus, if y > 0, ∆T is directed to the side opposite 
to the movement of the wheel set, and this force is 
proportional to the displacement and vertical 
reaction of the rail.
If the profile is curvilinearly conical, then
' η
1
'
2
r 2
r
i
i
βξ ∆ = − − 

∆ = − 
and 
2
T yP .
1 K
β
∆ = −
−
 (13)
Analyzing formulas (12) and (13), one can see 
the advantage of using a convex profile in comparison 
with the curvilinear-rectilinear profile. Moreover, the 
magnitude of the restoring force is doubled. It should 
be noted that in deriving the calculation formulas ∆T, 
the rotation of WS around Ox axis was not taken into 
account, since the effect of the rotation is considered 
insignificant.
However, for a rectilinear profile ∆r = –iξ, only 
rotation of WS around О
x
 axis causes the horizontal 
components of normal reactions to appear. By 
shifting WS by the value y > 0, the radii of the rolling 
of the wheels change, and the whole wheel set 
rotates by an angle 
iy
 .
S
ϕ =
As a result, the sum of the horizontal components:
n 1 2
2i
T T T yP .
S
∆ = − = −  (14)
To compare the effect of the curvature of the 
profile on the horizontal component of the vertical 
forces, we take the radius of the rai l  head 
1
500ηmmη ,
500
ρ β = = 
 
 the tangent of the slope angle 
of the profile at the origin i = 1/20. The radius of 
curvature of the curvilinear sections of rolling will be 
changed. The calculation is made at the same 
pressure on the wheels and the same displacement 
у = 1 mm, i/S. Therefore, we can only compare the 
coefficients of the product yP. For the convex profile 
(4), the coefficients are given in Table 1. The 
coefficient for the rectilinear profile for the same 
product yP will be
52i η η6 .33•10  .
S
−=
Table 1 gives the ratio of the coefficients of the 
convex profile with different curvatures to the 
coefficient of the rectilinear profile.
It can be seen from the last line that with a decrease 
in 2β (with an increase in the radius of curvature of the 
profile of the rolling surface), the restoring force also 
decreases, and at 2β = 1/3000 it is only 6,3 times 
greater than the restoring force for a rectilinear profile. 
So, if we take у = 3 mm, P
1
 = P
2
 = 125000 n, then the 
restoring force for the rectilinear profile will be 
∆T
n 
= 23,74 n, for the curvilinear-conic with 2β = 1/800 
∆T
kk 
= 1258 n, and for the convex profile –  ∆T
в 
= 2516 n.
Conclusions.
1) The use of curvilinear profiles increases the 
restoring force by a factor of times compared to the 
wheels with the conical rolling surface.
2) The restoring force of the curvilinear profiles 
considered is proportional to the displacement and, 
consequently, plays the role of an elastic force.
3) As the curvature increases, the magnitude of 
the restoring force increases.
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Table 1
2β 1/600 1/700 1/800 1/1000 1/1200 1/1800 1/2000 1/3000
(1-к)10 1,66 2,85 3,75 5,0 5,83 6,67 7,5 8,33
32 10
1к
β
10,04 5,01 3,33 2,00 1,43 0,99 0,67 0,40
2 S
(1 )к i
β
158 79 53 32 23 16 11 6,3
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